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考虑轮毂运动的大型风力机叶片非线性振动分析

回    忆1，*，王琳凯1，蒋博闻2

(1. 重庆大学 土木工程学院，重庆　400045；

2. 东方电气集团东方电机有限公司研发中心，德阳　618000)

摘　要：随着风力机尺寸不断增大，其叶片长度增加，同时刚性降低，导致其变得愈发柔软，这种“长柔”特性使得叶

片大幅振动问题愈发突出。非线性振动分析是准确评估叶片响应的关键，使用精确的动力学模型准确分析叶片的动力

学行为尤为重要。基于 Euler-Bernoulli梁连续体建模方法，以 NREL 5 MW风力机叶片为研究对象，同时考虑挥舞和摆

振两个方向的自由度建立了叶片的非线性动力学模型。为了更加准确地模拟叶片响应，在建模过程中考虑了两个正交

方向的轮毂运动以及由此引起的惯性激励和相关的气动载荷，重点分析了轮毂运动幅值和偏航角对叶片动力学行为的

影响。结果表明：旋转叶片在相同的激励幅值下，第 2阶模态的峰值远高于第 1、3阶模态的峰值，且带宽明显更窄；叶

片的第 1、2、3阶模态之间因自振频率的倍数关系会发生模态间的内共振，且模态间存在能量传递；运行状态下，叶片

第 1阶模态响应的振幅对偏航角最为敏感，会随着偏航角的增大而显著增大，而第 2阶和第 3阶模态响应的振幅则几

乎不受偏航角的影响。本文通过揭示旋转叶片非线性振动与内共振特性，为大型风力机叶片的抑振设计及运行参数优

化提供了关键理论依据，对提升结构安全性与经济性具有重要参考价值。

关键词：风力机；旋转叶片；连续体法；非线性；内共振
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Nonlinear vibration analysis of large wind turbine blades
considering hub motion

HUI Yi1，*，WANG Linkai1，JIANG Bowen2

(1. School of civil Engineering, Chongqing University, Chongqing　400045, China；

2. Research and Development Center of Dongfang Electric Group Dongfang Motor Co., Deyang　618000, China)

Abstract: With the continuous increase in wind turbine size, the lengthening blades exhibit reduced rigidity,
leading to enhanced structural  flexibility.  This "long-flexible" characteristic exacerbates the issue of significant
blade  vibrations,  and  nonlinear  vibration  analysis  plays  a  crucial  role  in  accurately  assessing  blade  responses.
Establishing precise dynamic models to analyze blade behavior is of paramount importance. In this study, based
on the Euler-Bernoulli beam theory, a nonlinear dynamic model is developed for the NREL 5 MW wind turbine
blade,  incorporating degrees of  freedom in both flapwise and edgewise directions.  To improve the accuracy of
blade response prediction, the present model accounts for orthogonal hub motions, including the resulting inertial
excitations and aerodynamic loads. The influence of hub motion amplitude and yaw angle on the blade's dynamic
behavior is systematically analyzed. The results indicate that, under the same excitation amplitude, the peak value
of  the  second  mode  is  significantly  higher  than  those  of  the  first  and  third  modes,  with  a  much  narrower
bandwidth. Internal resonance occurs among the first, second, and third modes due to a harmonic relationship of
their natural frequencies, leading to energy transfer among modes. Under operating conditions, the amplitude of
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the first mode response is highly sensitive to the yaw angle, increasing substantially as the yaw angle increases,
while  the  second  and  third  modes  remain  almost  unaffected  by  the  yaw  angle.  This  study  investigates  the
nonlinear vibrations and internal resonance characteristics of rotating blades, providing a critical theoretical basis
for  vibration  suppression  design  and  operational  parameter  optimization  of  large-scale  wind  turbine  blades,
offering significant insights for enhancing structural safety and economic performance.

Keywords: wind turbine；rotating blades；continuum method；nonlinear；internal resonance
 

0    引　言

随着全球对可再生能源需求的持续增长，风力发

电机的数量和尺寸在过去几十年间经历了快速增

长。同时，风力机叶片的长度也在不断增大，目前已

超过 100 m[1]。这使得叶片变得更加柔软，导致其容

易发生大幅度振动，并表现出显著的几何非线性特

性。为了系统研究风力机叶片的非线性振动行为，

精确的动力学建模以及非线性动力分析[2-3] 显得尤为

重要。

现有的针对大型风力机叶片的建模方法主要有

两种：有限元方法（finite element method, FEM）[4] 和连

续体法。目前已有较多研究采用 FEM对风力机叶片

在不同工况下的疲劳和极限荷载进行了深入分析。

Wang等 [5] 开发的 Beamdyn计算模块基于几何精确

模型对风机叶片进行模拟，通过 Legendre谱有限元

模型对运动方程进行离散化，较好地描述了叶片的几

何非线性。钱晓航等 [6] 采用 Legendre谱有限元模型

对长柔叶片进行非线性气弹响应分析，指出了采用非

线性模型和线性模型计算的叶尖位移具有较大差

距。然而，为了确保分析结果的准确性，有限元模型

通常需要大量的单元和自由度。这会导致在处理非

线性效应时计算效率低，更为重要的是在空间离散过

程中，有限元模型难以直接建立叶片几何参数和物理

参数与动力学响应的关系。

连续体方法[7-9] 在理论非线性动态分析中，通过

使用连续函数，避免了空间离散化，显著减少了自由

度。此外，该方法的控制方程基于目标结构的所有物

理参数和几何参数，能够更加清晰地揭示这些参数对

动态行为的影响过程[10]。近年来，连续体模型在风力

机叶片的动态行为研究中逐渐受到关注。Yuan和
Wang[9] 考虑叶片挥舞方向的前 3阶模态和摆振方向

的第 1阶模态，对叶片进行非线性动力分析，探讨了

较为高频的挥舞方向第 3阶模态主共振以及联合共

振问题。Karimi和 Moradi[11] 基于连续体模型，考虑

叶片挥舞方向的前 2阶模态和摆振方向的第 1阶模

态，在非共振和内共振条件下进行了自由振动分析。然

而，现有的连续体模型仅考虑垂直于转子平面的轮毂

激励，而在实际工程中，轮毂可以沿任何方向运动[12]。

同时，现有研究中推导的气动力假设入流方向垂直于

转子平面，这与风力机在偏航条件下的实际运行情况

并不一致 [13]。轮毂运动及其对叶片的气动载荷会导

致偏斜入流，进而增强诱导因子的非对称分布，引起

叶片周期性激励，导致产生更加不利的响应 [14-15]。

现有叶片模型的表述和风载荷函数仅针对特定条件，

因此不具有普遍适用性。在风力涡轮机叶片的非线

性动态分析中，如果不考虑任意方向的轮毂运动和倾

斜的气流，就无法考虑与方位角相关的激振力振幅和

相关气动力的影响。

本文基于连续体建模方法，采用 Euler-Bernoulli
梁模型推导了支撑于移动轮毂上的风力发电机叶片

的运动方程，提出了一种新的风力机叶片气动弹性模

型。与已有惯性力模型不同，本研究通过在模型中引

入两个自由度来模拟任意导向轮毂运动引起的惯性

激励和相关的气动载荷。此外，基于Greenberg理论[16]、

叶素动量理论[17] 以及斜尾迹修正模型推导得到了非

定常气动载荷，并与 Jonkman等 [18] 以及开源模块的

计算结果进行了对比。本研究为风力机叶片系统的

非线性动态行为提供了新的理论依据和计算工具，对

实际应用中如何监测叶片响应提出了建议。 

1    连续体建模

对于轮毂运动下的叶片，一方面，停机叶片由于

气动阻尼水平较低，容易在共振条件下发生大幅的振

动，需要特别关注此工况下的非线性力学行为；另一

方面，旋转叶片受到旋转与支座激励的耦合效应的影

响，此工况下的叶片非线性动力响应规律尚不清楚。

针对无法利用现有叶片非线性动力学模型对上述工

况进行准确描述的问题，本节将基于广义 Hamilton
原理推导出风力机叶片的非线性振动的数学模型，并

作以下假设：（1）轮毂和机舱为集中质量；（2）忽略叶

片的剪切、翘曲、扭转和拉伸变形；（3）叶片截面关于

弦线对称。

大型风力机叶片具有截面参数沿展向不均匀分

布和翼型预扭的特点，在研究单叶片的运动时需要引

入 4个坐标系（图 1）：（1）惯性坐标系（X-Y-Z）的原点

位于支撑结构变形前的轮毂中心 O，其 X 轴和 Z 轴分
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ixhyhzh = {ixh , iyh , izh }T

别垂直向上和水平指向下风向，与 Y 轴构成右手坐标

系；（2）轮毂坐标系（xh-yh-zh）由惯性坐标系绕 Z 轴旋

转 ψ 得到，原点位于运动的轮毂中心 O'，其 zh 轴与

Z 轴重合，xh 轴指向目标叶片的叶尖，与 yh 轴构成右

手系；（3）叶根坐标系（x-y-z）在轮毂坐标系（xh-yh-zh）
的基础上，先沿着 xh 轴方向平移 rh，再绕 zh 轴和

yh 轴分别旋转 ψ 和 βpc 得到。其原点位于叶根 O1 处，

x 轴为连接叶片各截面 1/4弦线点的直线，即变形前

的叶片中性轴；（4）弦线坐标系（ξ-η-ζ）用于描述变形

后的截面，其原点位于变形后叶片截面弹性中心，

ξ 轴沿着变形后弹性轴的切线方向，由叶根指向叶

尖，η 轴由叶片前缘沿着弦线方向指向后缘，与 ζ 轴
一同构成右手系。4个坐标系的单位方向向量可分别

表示为 iXYZ = {iX, iY, iZ}
T、 、ixyz = {ix,

iy, iz}
T 和 iξηζ = {iξ, iη, iζ}

T。

图 1中：βpc 表示叶片的锥角；ψ 表示目标叶片的

方位角；ϕ 表示叶片截面的变形扭转角；θ 表示叶片截

面的总桨距角，是预扭角 θ0 和控制桨距角 θp 之和；

u、v 和 w 分别为叶片任意截面上弹性中心沿 x、y 和

z 轴发生的位移。根据本文研究中叶片的零扭转和延

伸的假设，代入坐标系转换公式可得：

u′ = −1
2

(
v′2+w′2

)
+o

(
ε4

)
(1)

ε式中 表示应变张量。 

1.1   势　能

风力机模型中势能 Π 包括弹性应变能 Πe 和重力

势能 Πg。由于将叶片等效为 Euler-Bernoulli梁，故其

弹性应变能的变分 δΠe 为：

δΠe =
w L

0

(x
A

Eε11δε11dηdζ
)
dx (2)

式中：L、A 分别为叶片长度和截面面积；E 为叶片材

料的弹性模量；ε11 为梁的法向应变张量，可由经典应

变张量 ε的表达式获得，如式（3）所示：

dr1 ·dr1−dr0 ·dr0 = 2
[
ds,dη,dζ

]
εi

[
ds,dη,dζ

]T (3)

r0 r1

r0 r1

式中， 和 分别表示变形前后叶片上任意一点的空

间位置向量，由叶根坐标系 x-y-z 的原点指向目标

点。 和 的表达式如式（4、5）所示：

r1 = iTXYZ


0
vt

wt

 + iTxhyhzh


rh

0
0

 +

iTxyz


x+u

v

w

 + iTξηζ


0
η

ζ


=iTXYZ



0
vt

wt

+TT
r


rh

0
0


 +

ixyz
T




x+u

v

w

+TT


0
η

ζ




(4)

r0 = iTXYZ


0
vt

wt

 + iTxhyhzh


rh

0
0

 +

iTxyz


x

0
0

 + iTξηζ


0
η

ζ


=iTXYZ



0
vt

wt

+TT
r


rh

0
0


 +

iTxyz




x

0
0

+TT |u=v=w=0


0
η

ζ




(5)

式中，vt、wt 表示轮毂中心沿 y、z 轴方向的位移。
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图 1    风力机坐标示意图

Fig. 1    Sketch of the wind turbine coordinates

第 4 期 回    忆等： 考虑轮毂运动的大型风力机叶片非线性振动分析 105



将式（4、5）代入式（3）可得：

δΠe =
[
A′′1 v′′+2A′1v′′′+A1v′′′′+A′′3 w′′+

2A′3w′′′+A3w′′′′+Un,v(v,w)
]
δv+[

A′′3 v′′+2A′3v′′′+A3v′′′′+A′′2 w′′+

2A′2w′′′+A2w′′′′+Un,w(v,w)
]
δw

(6)

式中：Un,v(v,w)和 Un,w(v,w)分别表示叶片 y 和 z 方向

弹性应变能的非线性项，具体表达式见附录 A式

（A1、A2）；系数 Ai (i = 1, 2, 3)的表达式为：
A1 = EIzzcos2θ+EIyysin2θ

A2 = EIzzsin2θ+EIyycos2θ

A3 =
(
EIzz−EIyy

)
sinθcosθ

(7)

式中，EIyy 和 EIzz 分别表示叶片垂直于弦线方向和沿

着弦线方向的抗弯刚度。

重力势能的变分 δΠg 可写为：

δΠg =
w L

0

(
δrg · fg

)
dx (8)

rg

fg rg fg

式中： 表示变形后任意叶片截面质量中心的空间位

置向量， 为重力。 和 的表达式如式（10）所示：

rg =iTXYZ


0
vt
wt

+iTXYZ


rh
0
0

+
iTxyz


x+u
v
w

+iTξηζ


0
em
0


=iTXYZ




0
vt
wt

+TT
r


rh
0
0

+
TT

r TT
c


x+u
v
w

+TT
r TT

c TT


0
em
0




fg =iTXYZ


−ρAg
0
0



(9)

将式（9）代入式（8）可得：

δΠg =
{
f v
g,c+ f v

g,k

}
δv+

{
f w
g,c+ f w

g,k

}
δw (10)

f v
g,c

f w
g,c f v

g,k f w
g,k

由式（10）可知，重力势能中包含周期荷载项

和 与刚度项 和 ，其具体表达式见附录 A式

（A3～A6）。 

1.2   动　能

用两自由度（vt 和 wt）描述轮毂运动，因此叶片动

能变分 δT 的表达式为:

δT = −
w L

0

x
A
ρr̈1 ·δr1dηdζdx (11)

式中：ρ 表示叶片材料的密度，“.”和“..”表示对时

r̈1 δr1间求一阶导和二阶导。 和 的表达式为：

r̈1=iTXYZ


üt
v̈t
ẅt

+iTxhyhzh


(PT

xxyhzh
·PT

xhyhzh

+Ṗxxhyhzh

)
·


rh
0
0


+

iTxyz

(PT
xyz · PT

xyz+ ṖT
xyz

)
·


x+u
v
w

+2PT
xyz ·


u̇
v̇
ẇ

+
ü
v̈
ẅ


+ iTξηζ

(PT
ξηζ · PT

ξηζ + ṖT
ξηζ

)
·


0
η
ζ


 (12)

δr1 =iTXYZ



δut

δvt

δwt

+δTT
r ·


rh

0
0


+

iTxyz



δu

δv

δw

+δTT ·


0
η

ζ


 (13)

Pxhyhzh Pxyz Pξηζ式中， 、 和 分别为轮毂坐标系 xh-yh-zh、
叶根坐标系 x-y-z 与弦线坐标系 ξ-η-ζ 的角速度矩阵，

它们的表达式为：
Pxhyhzh = Ṫr ·TT

r
Pxyz = Tc · Ṫr ·TT

r ·TT
c

Pξηζ = T ·Tc · Ṫr ·TT
r ·TT

c ·TT+ Ṫ ·TT
(14)

将式（12～14）代入式（11）中可得 δT 的表达式为：

δT =−
w L

0

[ (
f v
blade + f v

const + f v
hub

)
δv+(

f w
blade + f w

const + f w
hub

)
δw

]
dx (15)

f v
blade f w

blade f v
const f w

const f v
hub f w

hub式中， 、 、 、 、 、 的表达式见

附录 A式（A7～A12）。

f v
const f w

const f v
blade f w

blade

f v
hub f w

hub

由式（ 15）可知，与动能有关的项包括常数项

（ 、 ）、叶片响应项（ 、 ）和轮毂运动

项（ 、 ）。常数项由叶片旋转引起，其大小取决

于旋转频率；与叶片响应有关的项取决于叶片的运动

状态；与轮毂运动有关的项依赖于轮毂的运动。轮毂

运动被简化为 YOZ 平面内的简谐运动，其位移幅值

为 u0，频率为 ω0，激励方向与 Z 轴的夹角为 θM。该运

动可以在惯性坐标系中描述为：vt = u0 sin(θM)cos(ω0t)

wt = u0 cos(θM)cos(ω0t)
(16)

 

1.3   非保守力做功

由于忽略了叶片展向力的作用，非保守力对叶片

所做功的变分 δW 为：

δW =
w L

0
( fuδu+ fvδv+ fwδw)dx (17)

式中，fu、fv 和 fw 分别表示 x、y、z 方向的非保守力。而

这些非保守力分别包括结构的阻尼力（fc,v、fc,w）和叶

106 空    气    动    力    学    学    报 第 43 卷



片的气动力（fa,v、fa,w）： fv = fa,v+ fc,v
fw = fa,w+ fc,w

(18)

式中，fa,v 和 fa,w 分别为气动力在叶根坐标系（x-y-z）中
沿 y 轴和 z 轴的分量，fc,v 和 fc,w 分别为结构阻尼产生

的阻尼力，可根据文献 [17]提出的结构阻尼系数确定。

为了考虑流动动量损失引起的轴向和切向诱导

速度，本文基于准定常假设，考虑自由来流速度 V、实
际入流速度 Vr（来流风速引起的法向速度 Vcosβpc 与
旋转引起的切向线速度 Ω(rh+xcosβpc)的矢量和）等参

数之间的几何关系，推导旋转风力机叶片在均匀来流

风中的气动力表达式，如式（19）所示：

ḣ ≈ Uη−V ε̇

cosα = Uζ

/
U

sinα = Uη

/
U

U =
√

U2
η +U2

ζ

(19)

ḣ ε̇

εa

式中：Uη 和 Uζ 分别为 U 在 η 轴和 ζ 轴的投影分量，

为垂直于 U 的诱导速度， 为叶片绕弹性中心旋转

的角速度，α 为叶片攻角。旋转叶片截面气动力示意

图如图 2所示，图中 为叶片在气动力作用下绕弹性

中心的旋转角。

根据图 2所示的矢量关系，可以得出二维翼型的

气动力在弦线坐标系（ ξ-η-ζ）中 η 轴和 ζ 轴的分量

fη 和 fζ 的表达式： fη = − fD cosα− f C
L sinα

fζ = − fD sinα+ f C
L cosα+ f NC

L

(20)

f C
L

f NC
L

式中： fD 为阻力，其方向与 U 相反；环量升力 方向

垂直于 U；非环量升力 方向与 ζ 轴正方向一致。

对于在均匀来流中周期振动的二维翼型，其气动

荷载的表达式可根据 Greenberg的理论来推导，二维

翼型的气动力可分解为 3部分：

fD =
ρaCDcV2

2
(21)

f NC
L =

ρaCLαc2

8

(
ḧ+V ε̇+ V̇ε−

capε̈

2

)
(22)

f C
L =

ρaCLαcVC (k)
2

[
ḣ+Vε+

c
2

(
1
2
−ap

)
ε̇

]
+
ρaCL0cV2

2
(23)

式中：ρa 表示空气密度；CD 为叶片的阻力系数；CLα 为

叶片升力系数的坡度；CL0 为攻角为 0时叶片的升力

系数；c 为叶片的弦线长度；ap 为弦长一半位置到叶

片气动中心的归一化距离；C(k)为 Theodorsen函数，

它是关于机翼的无量纲振动频率的复函数，用于修正

旋涡脱落效应，基于准定常假定，取 C(k) = 1。
将式（19、21～23）代入式（20）可得式（24）。对于

旋转叶片，Uη 和 Uζ 存在如式（25）所示的关系，Uη 和

Uζ 的最终表达式如式（26）所示。

fη =
ρaCLαc

2
C (k)

[
U2
η+

1
2

cUηε̇

(
1
2
−ap

)]
+

ρaCL0c
2

UηUζ −
ρaCDc

2
U2
ζ

fζ =
ρaCLαc

2

{
C (k)

[
UηUζ +

1
2

cUζ ε̇

(
1
2
−ap

)]
+

1
4

cU̇η−
1
8

c2apε̈

}
+
ρaCL0c

2
U2
ζ+
ρaCDc

2
UηUζ

(24)

iTξηζ


Uξ

Uζ

Uη

 =ṙaero −Uwind = iTXYZ


0
v̇t
ẇt

+
iTxhyhzh

PT
xhyhzh
·


rh
0
0


+ iTxyz

 PT
xyz.


x+u
v
w

+


u̇
v̇
ẇ


− iTXYZ


0
0
V


=T ·

Tc ·Tr ·


0
v̇t
ẇt−V

+Tc · PT
xhyhzh

.


rh
0
0

+ PT
xyz ·


x+u
v
w

+


u̇
v̇
ẇ

 (25)

 

来流

y

zx

fL

η Yh
·

U

θα

fN

ζ

Z

C

fζ

Vr

Uζ

Uη

εa
Ω(rh+x cosβpc)

fDfNCLVcosβpc

图 2    旋转叶片截面气动力示意图

Fig. 2    Schematic of aerodynamic forces in the cross section of a
rotating blade
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

Uζ =Ωsinθsinβpcv+Vcosθsinβpcv′+ cosθv̇−Ωsinθsinβpcw+Vsinθsinβpcw′+ sinθẇ+(
cosψcosθ− sinψsinθsin βpc

)
v̇t+ sinθcosβpcẇt+Ωcosθ

(
rh+ xcosβpc

)
−Vsinθcosβpc

Uη =Ωcosθsinβpcv−Vsinθcosβpcv′− sinθv̇+Ωsinθsin βpcw+Vcosθ sinβpcw′+ cosθẇ−(
cosψsinθ+ sinψcosθsinβpc

)
v̇t+ cosθcosβpcẇt−Ωsinθ

(
rh+ xcosβpc

)
−Vcosθcosβpc

(26)

γ

叶素-动量理论的推导基于来流垂直于叶轮平面

这一假设，而在现实中，来流方向与叶轮平面的法向

往往存在偏航角。因此，偏航因子需要修正，Glauert
提出偏斜尾流的修正模型 [19]，该模型假定来流与叶

轮平面法向之间的夹角为 时，尾流也发生角度为

χ 的偏转。此时，偏斜尾流将引起的轴向诱导因子发

生周期性变化：
askew =a+ad cos(ψd)

=a+a
15π
32

r
R

tan
( χ
2

)
cos (ψd)

χ = (0.6a + 1)γ

(27)

ψd γ

ψd

式中：ad 为位于半径 r 处的叶素修正后的轴向诱导因

子 askew 的周期变化幅值；a 为轴向诱导因子；R 为叶

轮半径； 为计算 askew 采用的叶片方位角。 、 χ、
的定义如图 3所示。

 
 

尾流方向 目标叶片

O

来流方向

χ

γ

(a) 俯视 (b) 正视

ψd

ψd=0

图 3    流动参数定义

Fig. 3    Illustration of the flow parameters
 

根据哈密顿原理，联立式（6、10、15、18）可得：

Kl,v(v,w)−Kg,v(v,w)+Kn,v(v,w)+
Cs,v(v̇, ẇ)−Ca,v(v̇, ẇ)+Mv(v̈, ẅ)

= f s
a,v+ f s

i,v+ f d
a,v(t)+ f d

i,v(t)+ fg,v(t)

K1,w(v,w)−Kg,w(v,w)+Kn,w(v,w)+
Cs,w(v̇, ẇ)−Ca,w(v̇, ẇ)+Mw(v̈, ẅ)

= f s
a,w+ f s

i,w+ f d
a,w(t)+ f d

i,w(t)+ fg,w(t)

(28)

Mv (v̈, ẅ) Mw (v̈, ẅ)

f s
a,v f s

a,w f d
a,v (t)

f d
a,w (t) f d

i,v (t) f d
i,w (t)

f s
i,v f s

i,w

式中： Kl,v、 Kg,v、 Kn,v、 Kl,w、 Kg,w、 Kn,w 为刚度项； Cs,v、

Ca,v、Cs,w、Ca,w 为阻尼项； 和 为质量

项； 和 为静态气动力荷载常数项； 和

为动态气动力荷载时变项； 和 是与

轮毂运动相关的时变项； 和 是与轮毂运动相关

的常数项；fg,v(t)和 fg,w(t)是与重力相关的时变项。各

项的具体表达式见附录 A式（A13～A18）。 

2    模型离散与验证

基于 NREL 5 MW风力机 [18] 验证本文连续体模

型的准确性，风力机叶片的截面特性如图 4所示。图

中：ρA 为 x 方向上的惯性矩，ρIyy 为 y 方向上的惯性

矩，ρIzz 为 z 方向上的惯性矩；EA 为轴向刚度；EIyy 为

y 方向上的弯曲刚度；EIzz 为 z 方向上的抗弯刚度；

eA 为轴向力偏心距；em 为弯矩等效偏心距；c 为弦长；

θ0 为初始预扭角。 

2.1   模型离散

本文采用 Galerkin技术获取叶片的模态振型，叶

片在 y 和 z 方向的位移被展开为：v(x, t) = φ(x)TQv (t)

w(x, t) = φ(x)TQw (t)
(29)

式中：Qv(t)和 Qw(t)分别为叶片在 y 和 z 方向的广义

坐标向量矩阵，维度为 d×1，试探函数 φ(x)也是一个

d×1的向量。

γ j

考虑将叶片视为悬臂梁的边界条件，描述挥舞和

摆振方向试探函数的第 j 个分量 和 φj 可表示为：

γ j (x) = sin
(
πβ jx

)
φ j (x) =

[
cos(β jx)− cos(hβ jx)

]
−

cos(β jL)+ cos(hβ jL)
sin(β jL)+ sin(hβ jL)

[
sin(β jx)− sin(hβ jx)

]
β j = (2 j−1)π/(2L)
j = 1,2 · · · ,n

(30)

式中：βj 为与模态阶数 j 相关的特征值，决定函数空

间分布频率；n 为在模态分析中使用的试探函数数量。

使用所得的模态振型将模型离散。位移 v、w 可

以通过模态展开离散化为：

v =Φvq (t) , w =Φwq (t) (31)

考虑叶片的前三阶模态即 j = 3。因此，式（28）可
转换为有限自由度的系统，写成如下矩阵形式：{

q̈ + λq + K j (q1,q2,q3) q+Cq̇ = Fs+Fd

C = Cs+Ca
(32)

式中：阻尼矩阵 C为结构阻尼矩阵 Cs 与气动阻尼矩
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Fs Fd阵 Ca 之和； 和 分别为荷载常数项与脉动项；

Kj(q1, q2, q3)为非线性刚度矩阵。

计算得出的叶片的前 3阶模态振型如图 5所示，

叶片 1～3阶模态的主导振型分别为 1阶挥舞振型、

1阶摆振振型、2阶挥舞振型。由于预扭角 θ0 的存

在，各阶振型在挥舞和摆振方向都存在耦合。 

2.2   模型验证

通过将本模型计算结果与文献 [18]中的结果进

行对比，验证本文模型的有效性，如表 1所示。可见，

使用本文模型计算的结果与文献 [18]的结果吻合良

好，两者间的误差小于 3%。

采用静力分析的方法在叶片上逐级加载均布荷

载，计算叶尖挥舞（Uz）和摆振（Uy）方向的静位移，并

与风机系统开源数值模拟软件 FAST的叶片非线性

计算模块 BeamDyn计算的尖端位移进行对比，以验

证本文模型的几何非线性刚度项，如图 6所示。从图
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图 4    风力机叶片截面特性

Fig. 4    Section properties of the wind turbine blade
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图 5    叶片的前 3 阶模态振型

Fig. 5    First three modal shapes of the wind turbine blade
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中可以观察到，两个模型的结果在两个方向上都表现

出良好的一致性，这表明了本文模型具有较高的准确

性。此外，挥舞方向叶尖位移的增长率随荷载的增加

而减小，表现出几何非线性的特性；而摆振方向上的

叶尖位移增长率随荷载的增大而增大。这是因为荷

载施加在挥舞方向，摆振方向上的叶尖位移较小，因

此没有表现出几何非线性，但随着挥舞方向位移的增

大，两方向位移的耦合效应变得越来越显著。
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图 6    使用 BeamDyn 和本文模型计算的叶尖静位移对比

Fig. 6    Comparison of static displacements of the blade tip
caculated by BeamDyn and the present model

 

为验证运行工况下动力响应计算结果的准确性，

选取风力机额定运行工况进行动力响应分析，来流风

速 V = 11.4 m/s、旋转频率 Ω = 1.27 rad/s、桨距角 θp =
0°，计算的叶尖位移相平面轨迹与 BeamDyn模块（关

闭支撑结构自由度）计算的结果进行对比，如图 7所
示。从图中可以观察到，两个模型的结果在叶片摆振

和挥舞两个方向上的差异较小，均吻合良好，证明了

本文模型的有效性和准确性。 

3    非线性动力学分析

尽管叶片旋转（频率 Ω）引起的荷载也会使叶片产

生振动，但由于叶片旋转频率较低（最高仅为 1.27 rad/s），
无法达到叶片的共振频率（1阶约为 4.6 rad/s），叶片

的振动主要由频率为 ω0 的轮毂运动产生的荷载引

起。本节将讨论激励荷载、轮毂运动幅值和偏航角对

旋转叶片非线性动力响应的影响。 

3.1   激励荷载的影响

旋转叶片受到周期变化的重力、轮毂运动引起的

惯性力以及气动力的共同作用，叶片荷载的频率取决

于轮毂运动频率 ω0 和叶片旋转频率 Ω，因此，系统受

到多频激励。为了探究 ω0 和 Ω 对叶片荷载的影响，

本节对比不同激励方向角下叶片的各阶模态力的幅

值谱（由快速 Fourier变换得到）。轮毂运动幅值 u0 =
0.5 m、轮毂运动频率 ω0 = 5 rad/s时，叶片各阶模态力

的幅值谱随激励方向角 θM 的变化如图 8所示（θM =
0°～180°）。

cosψv̈t sinψv̈t

cosψv̇t sinψv̇t

由图 8可知，在 θM = 0°和 θM = ±180°条件下，第

1、2、3阶模态力的幅值谱在 ω0 和 Ω 处出现尖峰，而

在 θM = ±90°条件下，第 1、2、3阶模态力的幅值谱在

ω0–Ω、ω0+Ω 以及 Ω 处出现尖峰。分析其原因可能是

非线性调制效应导致的，主要由附录 A式（A11、
A12）中 和 的耦合项（惯性力）以及式

（A14、A16）中 和 的耦合项（气动荷载）驱

动，而这些耦合项的产生的原因是叶片的旋转使惯性

力和重力在叶根坐标系中的投影发生了周期性变

化。第 1阶和第 3阶模态振型由挥舞方向的位移主

导，当叶片的锥角 βpc 很小时，叶片的挥舞方向几乎

垂直于叶轮旋转平面，该方向的惯性力和重力在叶根

 

表 1    叶片固有频率对比

Table 1    Natural frequency comparison of the wind
turbine blade

模态阶数 本文结果/Hz 文献[18]/Hz 误差/%

1阶 0.69 0.69 –0.79

2阶 1.11 1.09 2.41

3阶 2.00 2.02 –0.91
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Fig. 7    Comparison of phase trajectories of the blade tip
displacement predicted by BeamDyn and the present model

110 空    气    动    力    学    学    报 第 43 卷



坐标系中的投影几乎不发生变化。但第 2阶模态的

振型由摆振方向的位移主导，此方向的惯性力和重力

在叶根坐标系中的投影发生了显著的周期性变化。

γ

式（25）表明，偏斜来流将引起诱导因子的周期性

变化，因此会对实际来流风速产生影响，进而影响叶

片的气动荷载。对比不同偏航角 下叶片各阶模态力

的幅值谱，可以探究偏航角对叶片荷载的影响。此时

的轮毂运动幅值 u0 和频率 ω0 分别取 0.5 m和 5 rad/s，

γθM 分别取 0°和 90°。不同偏航角 下，叶片各阶模态

力的幅值谱如图 9所示。
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图 9    不同偏航角下叶片各阶模态力幅值谱

Fig. 9    Amplitude spectra of blade modal forces under different
yaw angles

 

比较图 9（a）和（c）中的曲线可以发现，偏斜入流

可导致第 1、3阶模态力的幅值谱在 Ω 处的峰值增

大，并使它们在 ω0–Ω、ω0+Ω 以及 2Ω 处出现新的尖

峰。观察图 9（b）中的曲线可以发现，偏斜入流会使

第 2阶模态力的幅值谱在 2Ω 和 ω0+2Ω 处的峰值变
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图 8    叶片各阶模态力幅值谱随激励方向角 θM 的变化

Fig. 8    Variations of the amplitude spectra of blade modal forces
with the excitation angle θM
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得更高。整体而言，随着偏航角的增大，第 1、2、3阶
模态力幅值谱中的能量都增大了。 

3.2   激励幅值的影响

轮毂运动幅值 u0 分别设为 0.5、0.75和 1 m。由模

态振型结果可知，第 1阶和第 3阶模态由挥舞方向振

动主导，因此为了激励这两个模态，激励方向角

θM 取 0°；而第 2阶模态由摆振主导，其激励方向角

θM 取 90°。图 10为不同 u0 下，各模态响应的幅频曲

线，α1、α2 和 α3 分别为第 1阶、第 2阶和第 3阶模态

响应的稳态幅值。

由图 10（b、c）可以观察到非线性刚度硬化效应，

具体表现为：随着 u0 的增大，峰值处的频率也逐渐增

大。图 10（a）中 α1 的曲线在 ω0 = 6.4 rad/s和 13.0 rad/s
处分别出现两个峰值，考虑到叶片非线性刚度硬化效

应，这两个峰值分别对应 ω0≈ω1+Ω 和 ω0≈ω3，表明第

1阶模态发生了主共振。然而观察图 10（b）中 α2 的曲

线（θM = 90°）可以发现不同的规律：此时幅频曲线在

ω0≈ω2–Ω 和 ω0≈ω2+Ω 处出现两个峰值，表明第 2阶
模态发生了两次非线性共振现象，其中 ω0≈ω2+Ω 处

的模态力相对更大，这与图 8（c）所示的模态力主频

是一致的。由图 10（c）可知，α3 的曲线在 ω0≈ω3+Ω 处

出现较高的峰值，表明第 3阶模态发生了主共振。对

比这三阶模态位移的幅频曲线可以发现，在相同的

u0 下，α2 的峰值远高于 α1 和 α3 的峰值，且带宽明显

更窄。这是由运行状态下叶片挥舞方向的气动阻尼

高于摆振方向所致。这一规律也充分说明，在主共振

条件下，摆振方向的激励将引起更高的叶片响应，可

能威胁到结构的安全。

为了研究不同激励方向下叶片的动力响应，本节

计算并对比了共振条件下各阶模态位移幅值随 θM 的

变化，如图 11所示。由图 11可知，α1、α2 和 α3 分别

在 θM = –40°、94°和 2°处达到最大值，并且可以注意

到 α1、α2 和 α3 达到最大值时的激励方向角 θM 不随轮

毂运动幅值 u0 的增大而变化。此外，值得注意的是，

α1 和 α3 的最大值明显低于 α2 的最大值，表明叶片摆

振方向的位移在设计中十分重要。观察图 11（a）可以

发现，α1 曲线中的第二个峰值对应于第 3阶模态的自

振频率，这说明第 1阶和第 3阶模态之间可能存在能

量的传递。

为了证明模态间存在能量传递，图 12绘制了第

1阶模态位移在 3种不同工况下的幅频曲线：工况 1，
在叶片的运动方程中考虑 3阶模态的贡献（q1+q2+
q3）；工况 2，仅考虑叶片的前 2阶模态的贡献（q1+
q2）；工况 3，仅考虑第 1阶和第 3阶模态的贡献（q1+
q3）。对比工况 1和工况 2中的幅频曲线可以发现，

当不考虑第 3阶模态时，α1 中的第二个峰值消失，这

说明能量从第 3阶模态转移到第 1阶模态，证明在旋

转的叶片中会发生模态间的 1∶3内共振。对比工况

1和工况 3中的幅频曲线可以发现，当不考虑第 2阶
模态时，α1 曲线中的峰谷值消失。这说明，尽管第

1阶模态和第 2阶模态的振型方向几乎正交，能量仍

然能从第 1阶模态传递到第 2阶模态，发生模态间的
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图 10    不同轮毂运动幅值下叶片各阶模态位移的幅频曲线

Fig. 10    Amplitude-frequency curves of the blade modal
displacements under different hub motion amplitudes
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内共振。 

3.3   偏航角

γ偏航角 分别取 0°、10°、20°和 30°，轮毂运动幅

值 u0 固定为 0.5 m。不同偏航角下前 3阶模态的幅频

曲线如图 13所示。

γ由图 13可知，随着 的增加，第 1阶模态位移的

幅值显著增加，第 3阶模态位移的幅值仅在其共振峰
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Fig. 11    Variations of modal displacement amplitudes with the
excitation angle θM at different hub motion amplitudes
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值附近略微增加，第 2阶模态位移的幅值变化并不显

著。这是因为偏斜来流引起诱导因子的周期变化，进

而改变了叶片的气动阻尼。此外，α1 的幅频曲线在

5.88 rad/s和 8.30 rad/s处出现两个小尖峰，这两个峰

对应于 ω0≈ω2−Ω 和 ω2+Ω。

将轮毂运动频率ω0 固定为 6.36、8.50和 13.78 rad/s，

计算 α1、α2 和 α3 随 θM 的变化曲线，可研究偏航角对

各阶模态最不利激励方向的影响，如图 14所示。

γ

γ

γ

由图 14可知， 取 0°时，α1 在 θM = –40°附近达到

最大值，而 取 10°、20°和 30°时，α1 在 θM=32°时达到

最大值；α2 和 α3 在 4个 值下，最大值对应的 θM 基本

相同。这一结果表明，在叶片的 3阶模态中，第 1阶

模态对偏航角的变化是最敏感的。 

4    结　论

本文采用考虑三次非线性项的 Euler-Bernoulli梁

模拟单个柔性叶片，基于广义 Hamilton原理推导了

风力机叶片系统的连续体数学模型，该模型能够反映

几何非线性效应，同时计算效率远高于有限元法（仅

引入了 11个自由度）。通过文献 [18]和开源数值模

拟软件 FAST验证了模型的准确性，并利用该模型进

行了动力学分析，重点讨论了激励幅值、偏航角对旋

转叶片非线性动力响应的影响。得出以下结论：

1）  偏斜来流会影响激振力的主导频率，在叶片

旋转频率下，周期性激励会加强。因此，有必要将偏

航角作为系统检测和振动控制的指标，应检查瞬时偏

航角，以考虑其对叶片振动幅度的影响。

2） 由于运行状态下叶片挥舞方向的气动阻尼高

于摆振方向，在相同的激励幅值下，第 2阶模态的峰

值远高于第 1、3阶模态的峰值，且带宽明显更窄。因

此，在主共振条件下，摆振方向的激励将引起更高的

叶片响应，可能威胁到结构的安全。

3） 旋转叶片第 1阶模态的第二个峰值对应于第

3阶模态的自振频率，这说明第 1阶和第 3阶模态之

间可能存在能量的传递，旋转的叶片中会发生模态间

的 1∶3内共振。

4）  运行状态下，叶片第 1阶模态响应的振幅对

偏航角最为敏感，会随着偏航角的增大而显著增大；

第 2阶和第 3阶模态响应的振幅则几乎不受偏航角

影响。此外，对于第 1阶模态位移，其最不利支座激

励方向（轮毂运动方向）随偏航角的变化发生显著变

化；对于第 2阶和第 3阶模态位移，其最不利支座激

励方向几乎不受偏航角的影响。

本文研究为大型风力机叶片的设计与运行优化

提供了重要的理论依据，通过揭示非线性振动特性和

内共振机制，显著提升了叶片动态响应预测的准确

性，对增强叶片可靠性、延长使用寿命及降低维护成

本具有重要工程价值。然而，模型未考虑复杂环境荷

载（如湍流）的耦合作用，未来可结合多物理场耦合

方法进一步研究，并探索基于主动控制的振动抑制策

略，以提升叶片在实际工况下的动态性能与可靠性。
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B1v̈′+B3ẅ′+2ρAemΩcosθcosβpcv̇+B1Ω
2 sin2 βpcv′+

0.5
(
−ρAemΩ

2rh cosθ sinβpc−ρAemΩ
2xcosθ · cosβpc sinβpc+

B3Ω
2
(
2sin2 βpc− cos2 βpc

)
w′−ρAemΩ

2 cosβpc sinβpc cosθw
]′
+[

v′
w L

x

(
ρAΩ2 cos2 βpcx+ρAΩ2 cosβpcrh−ρAemΩ

2 cosβpc sinβpc sinθ
)
dx

]′
(A9)

f w
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第 4 期 回    忆等： 考虑轮毂运动的大型风力机叶片非线性振动分析 117


	0 引　言
	1 连续体建模
	1.1 势　能
	1.2 动　能
	1.3 非保守力做功

	2 模型离散与验证
	2.1 模型离散
	2.2 模型验证

	3 非线性动力学分析
	3.1 激励荷载的影响
	3.2 激励幅值的影响
	3.3 偏航角

	4 结　论
	附　录 A
	参考文献

